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Bij een probleem betreffende simultane diofantische approximaties -
waar we aan het eind kort op in zullen gaan - bleek de volgende appro-
ximatieeigenschap van matrices een belangrijke rol te spelen. 
Stelling. Laten n,r,s natuurlijke getallen zijn met n=r+s, en zij A 
een reele, niet-singuliere n x n-matrix. Dan geldt: is E. > 0 en zijn 
N,M voldoend grote positieve getallen met NrM-s= j det A I, dan bestaat 
er een gehele, unimodulaire matrix P, z6 dat AP de volgende vorm heeft: 
( 1 ) AP -(N(Ir+D) N(Ir+D)X ) 
- Y YX+M- 1(I 8 +E) ' 
waarin Ir,Is de eenheidsmatrices van de order, resp. s z1Jn, de ele-
menten van Den E alle van de vorm 0 (max(N-1+t, M- 1+e)) zijn en X,Y 
een zekere r x. s-matrix, resp. s x r-matrix zijn. 
We kunnen deze stelling op een andere manier uitdrukken als we A 
interpreteren als basis van een rooster in de n-dimensionale, eucli-
dische ruimte R . Laat e( 1) , ... ,e(n) de eenheidsvectoren in R zijn, 
u een willekeur~ge gehele vector en a( 1 ) , ... ,a(n) de kolommennvan A. 
De punten u vormen een rooster /\ . De punten Au vormen een rooster 0 . 
A =A A0 , met determinant d ( /\) = l det A I . De kolommen van elke matrix 
AP, waarbij P geheel en unimodulair is, vormen een basis van A. Dan 
zegt de stelling dat een willekeurig rooster A= A A een basis 
AP=B={b( 1 ), ... ,b(n)} heeft, zodanig dat geldt: o 
1) de eerste r basisvectoren b( 1 ), ... ,b(r) zijn in de eerste r 
co8rdinaten ongeveer gelijk aan Ne( 1 ) , ... ,Ne(r). (1) (r) 
· 2) modulo de lineaire deelruimte, voort~ebracht door b , ... ,b , 
zijn de laatste s basisvectoren b(r+-i), ... ,b(n) ongeveer gelijk aan 
M-1e(r+1), ... ,M-1e(n). 
In het volgende zullen we de verschillende punten aanstippenJ die 
bij het bewijs van de stelling aan de orde komen. 
1. De gevallen r=1 en S=1. Deze zijn behandeld door Davenport [1]. 
Hij begint zijn artikel over simultane appr~ximaties m~t cen stalling 
te bewijzen, waarin zoveel mogel1Jk elementen van een voldoend groot 
veelvoud van een gegeven matrix warden benaderd door elementen van een 
gchele, unimodulaire matr,1x. En wel vindt hiJ: 
,v 
Lenuna. Zij B :c~ (b.,) een willelwur'ige, reele r x (e-1)-matrix. Dan be-lJ 
staat er, als £ > 0 en N voldoende groat is, een gehele r x (r-1)- ma-
~ trix P.,, = (p. ,), z6 dat 
I lJ 
1°. / p .. ,-Nb, .. )< 1./· voor i=1, ... ,r en j=1, ... ,r-'l lJ lJ 
0 2 • voor k=1, ... ,r-1 zijn de twee dcterminanten 
O<k = • • • II> • 
onderling ondeelbaar. 
Is nu A een gegeven n x n-matrix met clet A t- 0 en past men het 
lemma toe, met r=n, op de eerste n-1 koJ.onuncn van B==A -·i, dan komt men 
"" (na aanvulling van P1 tot een volle matrix en na v66rvermenigvuldiging 
met A) tot de stelling in het geval S=-..:1. Toepassing van het lemma op 
de eerste n-1 kolommen van de getransponeerde van A leidt tot de stel-
ling in het geval r=1. We zullen in het volgende steeds onderstellen 
dat r en s > 1 zijn. 
2. Notaties en toegestane restricties. De inverse van de gezochte matrix 
1P noemen we Q. De voorkomende n xn-matrices splitsen we steeds in 4 deel-
matrices door zowel de rijen als de kolonwen te splitsen in groepen van 
opvolgenc."! r en s rijen, resp. kolommen. Zo schrijven we 
A == ( :: 
) 
p = ( p 1 
p 
2 
We zullen in het volgende verschlllende rij- en lrnlomvectoren beschouwen., 
met r of mets componenten, in de regel met tussen haakjes geplaatste 
indices (benedenindices voor rijen, bovenindices voor kolommen). 
Door Ana te ve:r.menigvuldigen met een geschikte gehele, unimodu-
laire matrix l{unnen we een willekeurige permutatie van de kolommen van 
A teweegbrengen en ook een willekeurige kolom met -1 vermenigvuldigen. 
Het is dus geen beperking om te onderstellen dat 
( 2) det A > 0. 
Verder heeft het rechterlid van (1) de vorm 
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waarbij aan Z geen eisen opgelegd worden.Het is dus voldoende de stel-
ling te bewijzen voor een of andere matrix 
( 1r O ) A -( A1 A2 ) Dan is het geen beperking van de alge-Z Is - ZA 1+A3 ZA 2+A4 . 
meenheid als we aannemen dat 
( 3) 
3, Vergelijkingen voor P1 ,P2 ,Q4 • Stel eens dat AP de vorm (1) heeft, 
voor zekere P. Dan geldt, wegens (3), 
Als we omgekeerd P z6 bepaald hebben dat (4) en (5) gelden, met een 
zekere Y, dan heeft AP de vorm (1). Natuurlijk moeten we, als we direct 
P1,P2,Q4 bepalen, er op letten dat P1 ,P2 enerzijds en Q4 anderzijds 
kunnen warden aangevuld tot volle matrices die geheel en unimodulair 
zijn en elkaars inverse zijn. 
4. Keuze van r-1 kolommen van P1 en s-1 rijen van Q,1 • We schrijven 
det A1 = 0( , det A4 =/3 , zodat det A= 0(/3 > 0. 
We nemen N groat en defini~ren M door Nr M-s =~~.We bepalen nu een 
N O Q gehele r x ( r-'l )-matrix P 1 z6 dat de voorwaarden 1 en 2 van het lemma 
gelden, als (b1 j)=A1- 1 . Verder bepalen we, door het lemma~toe,te passen 
op de getransponeerde van A4, een gehele (s-1)x s-matrix Q4 zo dat vol-
daan is aan de volgende eisen: 
3°. j Ma 1 j-qij \ < Me voor i=r+1, ... ,n-1 en j=r+1, ... ,n. 
4°. voor k=4, ... ,s-1 zijn de determinanten 
qrt1,r+1' . . qr+1,r+k qr+1,r+2' . . qr+1,r+k+1 
fk . . . . . . . . . . . J'k . . . . . . . . . . = , = 
qr+kJr+1 qr+k,r+k qr+k,r+2' . . qr+k, r+1c+1 
onderling ondeelbaar. 
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WG voegen hier zondcr bewiJS aan toe ~at men cen matrix 11 met 
de eigenschap 2°. kan v66rvcrmenigvuldigen met ee11 zodanige gehele 
r x. r--matrix met determinant ;I, clat een matrix v,1 = (v ij) ontstaat 
met 
V. . = 0 VOOl" :L :i- J, V .. = '1 
lJ jJ 
Evcnzo lean men uit QLi, c1oor navcrmem .. gvuld1.gcn cen matr•ix 1\ = (v1 j) 
krijgen, waarvoor 
v .. = 0 voor j > i, v . = '1 (i=r+1, ... ,n-1; j=r+1, ..• ,n). lJ ll 
,v 
5. Dec_ompos:Ltie va~ P ,1. _f,!]._0- 4 . La ten we eens P ;I met een w:Lllekeurige 
geh0lc l::olom aanvullon tut een r' x. r-matr':ix P ;l. Dan wordt de~ hierboven 
~ bcschouwde matrix v,1 oolc aangevuld met cen of andere g•::;helo lrnlom. 
Zij t 1 de laatste component daarvan. Dan is het duidelijlc dat we voor 
P1 een splitsing van d~ volg0nde vorm hebben: 
(6) 
waa L"bi j R1 determinant ·1 heeft., 'r 1 een d iagonaa lma trix 1s met diago-
naa le lernenten 1, ... ,'l;t.1 en s1 een boven-dr1ehoeksmatrix 1s met 1-en 
in de hoofddiagonaal. Alle matrices z1Jn geheel~ t 1=det T1=det P1 en 
R1 hangt niet af van de laatstc kolom van P1 . 
Op soortgelijke WlJZe vinden we een splitsing 
(7) 
waa rbtj S 4 een beneden-c1 r:Lehoe lrnma t rix is met 1-cn in d2 hoofdd iago-
naa l, T4 een diagonaalmatl"ix met diagonaalol~menten 1, ... ,1,t4=det T4= 
= dct C2 4 en R~. determ1nar1t 1 hee;ft en nice afhangt van de laatste rij 
van Q4. 
6. Vo_i::~,Y~i: _ _l:.2L vOJdocnc:1e: voorwaar~~~o2_,r:_cJ.£._<:1anvull~n~ van P 1~ 2 tot 
1' en . .Y.§l_i~~-tot Q. \le zullen w2 rken met een matrix P 2 die a lleen in 
haar laatste kolom elemu1tcn /-0 heeft; zij die laatste kolom 1". De 
bcpaling van P1 ,P 2 en 0,4 moet z6 ziJn dater matrices Q1 ,Q2 ,Q3 bestaan 
met Q1P 1 +Q,2P 2=I,., '1,3P ,1+Q,4P 2=0' det ( :; :: ) = 1. 
De eerstc twee betreklnngcn warden eenvoudiger als men in plaats van Q 
de matrix 
beschouwt. Dan blijkt dat de meergenoemde aanvulling van P1 .,P2 , resp. 
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10. Invoering van -de matrix u. We gaan A navermenigvuldigen met een 
( Ir U ) matrix O I , waarbij U ecn nader te bepalcn gehr2le r x s-matrix 
is. Dit hceft 8 het effect dat A2 wordt vervangcn door A;= A2+A 1U. 
Dan blijft de relatie A1P,1+A::l 2==N:r gelden als we in P 1 slechts de 
laatste kolom ; 1 vervangcn door '/"='(/1 -UJ 11 _; n.4 en P2 veranderen niet. 
Verder wordt CJ(, 11 vervangen door t1t;1- = 0t 11 + ot 1 U en j door 
( ,,, 2 ) :t M - N - 1 M8 ,,.. ~- - ,t, U 
' d = a(n) r CJ(., =] - ~ . 
De berekeningen uit punt B blijven doorGaan. In het bijzonder 
heeft men 
( -13) ·1 t ( (1) (r-1) -v..*) ~ ·-~(A - -1 *) r, k A-JU" c e p ) . . • , p , Jf. = ci e -c 1'1 4 -1\J YA 2 = }J = - y::., 1 . 
~-Merk op dat 1 geheel ls. Merk verder op dat k ~en geheel getal is, 
wegens (11), en dat ff en 1 11 primitieve gehele vectoren zijn. 
-
'11. Het rooster A. Uit hct laatste volgt dat we U zo kunnen bepalen 
dat l J 11 = k- ¢ U 1 11 == O is. Voor al zu:,ke U doorloopt } een zeker 
(inhomogeen) (s-1)-dimensionaal rooster/\ in het hypervlak} 'Ju=O, 
stel H. De determinant van dit rooster is vriJ groat. Zij A het bij-
behorende homogene rooster in H. 
12. Eind van het bcwijs. Door een geschikte toepassing van de stelling 
van Minkows lei kunnen we een punt} e, A en een punt /:' c A vinden, zodanig 
I 
I 
I /, 
dat 
waai.~biJ iJ" loodrccht op f staat 
.. / (ln II) en rl en J van de orde 
- 41' '1 
O -~=:~-~ o.(n, O ( M- ) z .i j n • 
.------ ________ _;-~•M·'--, , Iri ch:, u;1tr:Lx A1i_ g~t:n we 
-- ------ -------- 1,n., 'i ___ .. ..- ___.- M 
_______ ..--- ...---------- nu de riJ a(n) vervangen door a(n)' 
1-a-~-- en vJel z6 dat M a(n)=(1-'1')Mn(n)+M-i". 
---· Dit lrnmt ne:er· op v66rvermenigvulc1i-
H 
ging van A4 met een matrix Is+E2 , 
waarbij E2==0(max(N- 1+ e.. ,M-'l+ E-)). 
Dan g;aat A4 over in A4 en 
s-1 rijen q(i) en cen rij (let op 
::::: (1-c'J')M a(n)+Mv-N-\'1-cT)M a(n)P 2A; 
- N - 1 M8 /3 tit *) 
-8-
·1 ' 1 c ( ( 1 ) ( J'.'- 1 ) *) 1 Neinen we c1e genoemc e matrix a s .~1~ en p , ... J p , 'J a s 
P,1, dan gelden de betrekldngen (lt) en (5),rnet D=E=-0 en A2 ,A4 vervan-
gen door A;, resp. A4. V!egens ( '13) en J- 6 H :Ls det P 1=0 en 
det M(A 4-N- 1YA;)=0. Dus is ook ciet Q4=0. sis det P1=det Q4, zodat 
voldaan is aan de voorwaarden in punt 6 (hct is niet verboden dat de 
determinanten in a) gelijk aan O zijn). Daarmee is de stelling bewezen. 
Bij de toepassing van de bovenstaande stelling gaat het om stel-
se ls van homogene line a ire vo rmen en om zekcre typen van s te L"lichamen. 
Met een afstandsfunctie F(x)=F(x.1, ... ,x) van een begrensd sterlichaam n \ 
in R bedoelen we een functie F(x) die voldoet aan de eisen ' 
n 
{ F(x) IO en cont1nu 
F(x) = 0 alleen als x=o 
F(tx)=lt! F(x) voor alle re~le t; 
de punten x e Rn met F(x) ~ 1 vormen een begrensd sterlichaam. We be-
schouwen nu cen afstandsfunctie ~(x' )=¢(x 1 , ... ,xr) van dit type, in 
P v a r 1 a b L:: 1 en, en even z o e en a f s tan d s fun c t J. e 1f ( x 11 ) == y, ( x r + 1 , ... , x n ) , in 
s variabelen. Dan wordt door 
een zeker (niet begrensd) sterlichaam K¢,V 1n Rn gegeven. 
Er• zi,jn r>oost<;;rs /\ d:1e geen punt /o in het :i.nwendige van K=K¢, .if heb-
ben. De onderste grens van de determinant d(A), genomen over de roos-
ter~,/\ met ch:ze eigenschap, heet de deter·minant tJ.(K¢,lf) van K¢,y· 
( ·14) 
Hiernaast beschouwen we stelsels van llneaire vormen 
L 1 ( u) -- u 1 
(u) ·- u 
Lr(u) = 
Lr-f-,,1 ( u) -
L ( u) = 
n 
+?J' u + ·1-'l,9- u 1,r+1 r+1 · ·· ' ·1.n n 
+ it',) ·i··, . .L 1 u . , ,1 + , . . + zJ-::i u c .. , . , c ·1- c , n n 
u + 1.J' 1 1 + + ·v u r r, r·+-1 "rvl · · · r>) n n 
u 
r+·! 
u 
n 
Zij (8) de matr:lx der> getallcn 271 ,J ( 1, .. .,r; j=P+-1, ... ,n). Vle in-
teresseren ons voor r-oosterpunton u waarvoor de vormen L 1(u), ... ,Lr(u) 
klein zijn in absolute waarde. Dan moeten u ,1, ... ,u groat zijn. Pre-e+ n 
cieser gczegd, interesseren we ons voor de grootheid 
We nemen nog de bovenste grens over 
( -15) 
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C ( ¢, lf ) = sup C ( ¢, l.fl , (8) . 
(8) 
De behandelde stelling maakt het mogelijk om een willekeurig 
rooster, met basis A, te vervangen door een rooster met basis 
( NI N@ )\ A1 = 0r M-1 1 , zodanig dat voor de punten x van dit rooster met 
s 
y(x'') groat en ¢(x' )r "t(l(x 11 ) 8 begrensd, de waarde van ¢(x 1 ) niet veel 
verandert. Dit speelt een belangrijke rol bij het bewijs van de vol-
gende betrekking: 
(16) c(¢.?1.fl) 
Het bewl j s van ( '16) in de geva l len r="I en s=1 vormt het hoofd-
resul taa t in Davenport [ 1 J . 
Naast de vormen (14) kunnen we ook beschouwen een stelsel 
Ms ( u) -
Ms+1(u) = 
M (u) == 
n 
en invoeren 
+ 'Y/ 1 , S + 1 US + 1 + ' ' ' + 'l 1 , 11 Un 
us +7t1 s,s+-1 us+1+. · .+ 
us+'1 
C (yr,¢) = sup c(y,¢, H), c( -y;- ,¢, H) = lim inf yr(M1(u), ... .,M (u) f. 
H ¢ ( u 11 )->- co . ¢ ( u ~) r, 
waarbij nu u"=,(us+·F ... ,u1). Een gevolg van (16) is dat de twee con-
stanten c(¢,y), c(y,¢) gelijk zijn. 
[1] H. Davenport, On a theorem of Furtw§ngler, Journal London Math. 
Soc, JO, 186--195 ('1955). 
